10 класс

1. Про квадратный трехчлен f(x) = ax2 - ax + 1 известно, что |f(x)| < 1 при 0 < x < 1. Найдите наибольшее возможное значение а.  
2. Доказать, что если [image: image1.png]


- целое число, то [image: image2.png]


- тоже целое число.  

3. В треугольнике со сторонами 15 см, 15 см, 24 см найдите расстояние от точки пересечения медиан до сторон треугольника.

4. Решить систему 

[image: image3.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.problems.ru/show_document.php?id=1054999" \* MERGEFORMATINET [image: image4.png]21 + 2 + 223 + 204 + 225
21 + 322 + 4za + 424 + dz5
21 + 322 + 523 + 624 + 625
2 + 32y + 523 + Tzg + 825
2 +32p + 523 + Tz4 + 925





5. Задача на смеси. Имеются два сосуда емкостью 1 л и 2 л. Из содержимого приготовили 0,5 л смеси, содержащей 40% яблочного сока, и 2,5 л смеси, содержащей 88% яблочного сока. Каково процентное содержание яблочного сока в сосудах? 

6. Докажите равенства: 
а) sin 15o = [image: image5.png]


,    б)cos 15o = [image: image6.png]


.

7. Доказать, что если b=a-1, то (a+b)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)=a64-b64.  

10 класс

1. Про квадратный трехчлен f(x) = ax2 - ax + 1 известно, что |f(x)| < 1 при 0 < x < 1. Найдите наибольшее возможное значение а.  
2. Доказать, что если [image: image7.png]


- целое число, то [image: image8.png]


- тоже целое число.  

3. В треугольнике со сторонами 15 см, 15 см, 24 см найдите расстояние от точки пересечения медиан до сторон треугольника.

4. Решить систему 

[image: image9.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.problems.ru/show_document.php?id=1054999" \* MERGEFORMATINET [image: image10.png]21 + 2 + 223 + 204 + 225
21 + 322 + 4za + 424 + dz5
21 + 322 + 523 + 624 + 625
2 + 32y + 523 + Tzg + 825
2 +32p + 523 + Tz4 + 925





5. Задача на смеси. Имеются два сосуда емкостью 1 л и 2 л. Из содержимого приготовили 0,5 л смеси, содержащей 40% яблочного сока, и 2,5 л смеси, содержащей 88% яблочного сока. Каково процентное содержание яблочного сока в сосудах? 

6. Докажите равенства: 
а) sin 15o = [image: image11.png]


,    б)cos 15o = [image: image12.png]


.
7. Доказать, что если b=a-1, то (a+b)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)=a64-b64.  

10 класс   Решения
1. Про квадратный трехчлен f(x) = ax2 - ax + 1 известно, что |f(x)| < 1 при 0 < x < 1. Найдите наибольшее возможное значение а.  
Решение (10 баллов)
Так как  f (0) = f (1) = 1, то графиком трехчлена является парабола, симметричная относительно прямой x = 0, 5 (см. рис.).

[image: image31.png]i |




 Из условия | f (x)|[image: image13.png]


1 при 0[image: image14.png]


x[image: image15.png]


1 следует, что "ветви" параболы направлены вверх, а наибольшее значение а достигается в случае, когда наименьшее значение функции равно -1. Из того, f (0, 5) = - 1, получаем, что а = 8. 

2. Доказать, что если [image: image16.png]


- целое число, то [image: image17.png]


- тоже целое число.  

Решение (12 баллов)

Перепишем формулу сокращенного умножения для куба суммы (k + n)3 = k3 + n3 + 3kn(k + n) или k3 + n3 = (k + n)3 − 3kn(k + n). Теперь можем записать [image: image18.png](a+l)3—3 a l(a+l)
» e



. Справа стоит целое число, следовательно, выражение слева — целое.

3. В треугольнике со сторонами 15 см, 15 см, 24 см найдите расстояние от точки пересечения медиан до сторон треугольника.

Решение (5 баллов)

[image: image32.png]PN
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[image: image22.wmf].
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Ответ: 
[image: image23.wmf].
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4. Решить систему 

[image: image24.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.problems.ru/show_document.php?id=1054999" \* MERGEFORMATINET [image: image25.png]21 + 2 + 223 + 204 + 225
21 + 322 + 4za + 424 + dz5
21 + 322 + 523 + 624 + 625
2 + 32y + 523 + Tzg + 825
2 +32p + 523 + Tz4 + 925





Решение (10 баллов)

Запишем сначала первое уравнение, потом второе, из которого вычтено первое, потом третье, из которого вычтено второе, и т.д.: 

[image: image26.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.problems.ru/show_document.php?id=1055001" \* MERGEFORMATINET [image: image27.png]21 + 20y + 223 + 204 + 225
2o + 223 + 224 + 225

23 + 224 + 225

Z4+ 225

E




Теперь можно последовательно найти x5, x4, x3, x2, x1.

Ответ: x1 = x3 = x5 = 1, x2 = x4 = - 1.

5. Задача на смеси. Имеются два сосуда емкостью 1 л и 2 л. Из содержимого приготовили 0,5 л смеси, содержащей 40% яблочного сока, и 2,5 л смеси, содержащей 88% яблочного сока. Каково процентное содержание яблочного сока в сосудах? 

Решение (8 баллов)

Понятно, что хотя бы в одном из сосудов содержание сока не превышает 40%. При этом условии наибольшее количество сока в 2,5 л будет, если мы смешаем 0,5л (40%) сока с 2 л чистого сока. В этом случае в 2,5 л будет 0,5 × 0,4 + 2 = 2,2 л яблочного сока, что составляет 88%. Таким образом, в сосуде емкостью 1л содержится 40% сока, а в двухлитровом — чистый яблочный сок. 

6. Докажите равенства: 
а) sin 15o = [image: image28.png]


,    б)cos 15o = [image: image29.png]


; 
Решение (5 баллов)

а) Воспользуйтесь равенствами sin 15o = sin(45o - 30o) и б)cos 15o = cos(45o - 30o). 

7. Доказать, что если b=a-1, то 

(a+b)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)=a64-b64.  
Решение (10 баллов)

Запишем равенство 1=a-b и воспользуемся формулой k2-n2=(k-n)(k+n) (Если вы не знакомы с формулами сокращенного умножения, докажите эту формулу: перемножьте выражение в правой части.). Запишем выражение 1*(a+b)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)= (a-b)(a+b)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)= (a2-b2)(a2+b2)(a4+b4)…(a32+b32)= (a4-b4)(a4+b4)(a8+b8)(a16+b16)(a32+b32)= (a8-b8)(a8+b8)(a16+b16)(a32+b32)= (a16-b16)(a16+b16)(a32+b32)= (a32-b32)(a32+b32)=a64-b64 

[image: image30.png]
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